Пример 6. 
Некорректность по Адамару

В теории дифференциальных уравнений известно понятие корректности задачи, предполагающее наличие у нее единственного решения, непрерывно зависящего от каких-либо параметров задачи. Подобное свойство имеет смысл и для экстремальных задач.

Рассматривается задача оптимального управления, имеющая единственное решение и содержащая некоторый параметр. Показывается, что для соответствующего оптимального управления не реализуется непрерывная зависимость от этого параметра. Данная ситуация соответствует отсутствию корректности оптимизационной задачи в смысле Адамара. Исследуется связь между понятиями корректности по Адамару и по Тихонову.

6.1. Постановка задачи

Пусть состояние системы описывается задачей Коши 
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Управление  u = u(t)  выбирается из множества
U = { u(L2(0,1) |  | u(t) | ( 1 ,  t((0,1) } .

Критерий оптимальности определяется по формуле
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где  yk(t) = (k()–1sin k(t, k – параметр. Ставится следующая задача оптимального управления:  

Задача 6. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  Ik  на множестве U.

Замечание 6.1. Очевидно, при уk = 0 мы имеем (с точностью до постоянного множителя перед интегралом) рассмотренную ранее задачу 5. 

Отличие данной задачи от всех предыдущих состоит в наличии некоторого параметра, который может меняться. Фактически, мы имеем не одну, а семейство оптимизационных задач. Нам предстоит не только найти соответствующее оптимальное управление, но и исследовать характер его зависимости от параметра k.

6.2. Некорректность по Адамару

Найдем явным образом решение задачи 6. Очевидно, значение минимизируемого функционала не отрицательно. Его равенство нулю возможно исключительно при выполнении условия  х(t) = yk(t) . Подставляя это значение в задачу (6.1), находим функцию
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Учитывая, что это управление является допустимым, заключаем, что оно и является единственным решением задачи 6.

Вывод 6.1. Задачи минимизации функционала  Ik  на множестве U имеет единственное решение uk .

Замечание 6.2. Можно также показать, что принцип максимума для задачи 6 является необходимым и достаточным условием оптимальности, причем соответствующее оптимальное управление является особым.

Переходя к пределу в формуле, определяющей критерий оптимальности, находим предельное значение 
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Очевидно, задача минимизации функционала  I(  на множестве U , практически совпадающая с задачей 5, имеет единственное решение 
u( = 0 . 

Возникает вопрос, сходится ли последовательность решений {uk}  к решению  u(   предельной задачи? Оценим значение 
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Таким образом, оптимальное управление  u(  для предельной задачи не является пределом последовательности {uk} решений исходной задачи. 

Вывод 6.2. Решение задачи 6 не обладает свойством непрерывной зависимости от параметра k.

Полученный результат говорит о наличии еще одного препятствия при исследовании экстремальных задач. Задача оптимального управления называется корректной в смысле Адамара, если она имеет единственное решение, непрерывно зависящее от параметров задачи. 

Вывод 6.3. Задачи 6 не корректна в смысле Адамара.

Смысл некорректности задачи по Адамару и круг связанных с этим неприятностей состоит в следующем. При постановке любой прикладной задачи оптимального управления всегда имеются какие-либо характеристики, определяемые экспериментально, а значит, известные с некоторой степенью точности. Для задач корректных по Адамару, малая погрешность в определении параметров системы не вызывает большой погрешности в оптимальном управлении. При отсутствии корректности ситуация меняется. 

В частности, мы знаем, что при достаточно больших значениях числа k функция yk будет сколь угодно близка к  y( = 0 . Предположим, что истинным (т.е. отвечающим естественной постановке задачи) является значение y( , соответствующее функционалу I( . Однако в процессе измерения было получено значение yk , достаточно близкое к y( . Таким образом, вместо истинного функционала I( мы минимизируем достаточно близкий к нему функционал Ik . Мы, как будто, в праве ожидать, что малая погрешность эксперимента должна вызвать малую погрешность в оптимальном управлении. Однако вместо истинного оптимального управления u( мы получаем весьма далекое от него решение uk задачи 6. Таким образом, в процессе практического решения некорректной в смысле Адамара задачи получаются сильные искажения результатов.

Отрицательные эффекты некорректных задач по Адамару проявляются даже в том случае, когда все параметры задачи определены абсолютно точно. Дело в том, что в процессе практического счета отдельные процедуры (вычисление специальных функций, корней и т.п.) осуществляется приближенно. В некорректных задачах малые вычислительные погрешности способны вызвать большую погрешность в определении решения задачи.

Вывод 6.4. Некорректность оптимизационной задачи в смысле Адамара является достаточно серьезным препятствием при ее практическом решении.

Замечание 6.3. Некорректную задачу в смысле Адамара с удивительным набором свойств мы рассмотрим в примере 8.

Нам предстоит выяснить, когда реализуется корректность задачи в смысле Адамара и что следует предпринять в том случае, когда задача оказалась не корректной.

6.3. Корректность по Адамару
Понятия корректности оптимизационной задачи в смысле Тихонова и Адамара существенно различаются по определению. Однако между ними есть и немало общего. В частности, для каждого фиксированного значения параметра k некорректная в смысле Адамара задача 6 оказывается и некорректной по Тихонову. Учитывая явную связь между рассматриваемыми понятиями корректности, можно ожидать, что и принцип доказательства корректности и методы решения некорректных задач обоих типов будут в чем-то похожи. 

Предположим, что рассматривается задача минимизации некоторого функционала I на множестве U, где  – параметр, принимающий значения из заданного множества М. Имеет место следующее утверждение:

Теорема 7. Предположим, что для любого фиксированного значения (М задача минимизации функционала I корректна в смысле Тихонова, а отображение  ( I(v) непрерывно на М равномерно по v(U. Тогда рассматриваемая экстремальная задача корректна в смысле Адамара.

Доказательство. Рассмотрим произвольную сходящуюся на М последовательность {k} , т.е. существует такой элемент (М , что имеет место сходимость  k (  . Обозначим для краткости через Ik и I функционалы I , соответствующие значениям параметра k и . 

Ранее отмечалось, что корректная задача в смысле Тихонова имеет единственное решение. Обозначим через uk и u решения задач минимизации функционалов Ik и I соответственно на множестве U. Для доказательства теоремы достаточно установить, что последовательность решений {uk} сходится к значению u.

Справедливо соотношение 

I(uk) – I(u)  =  [I(uk) – Ik(uk)] + [Ik(uk) – Ik(u)] + [Ik(u) – I(u)] .

Учитывая, что величины uk и u являются решениями соответствующих экстремальных задач, установим неравенства

0 ( I(uk) – I(u) ,  Ik(uk) – Ik(u) ( 0 .

В результате получаем 
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Поскольку отображение  ( I(v)  непрерывно на М равномерно по v(U , выражение в правой части последнего неравенства стремится к нулю. Таким образом, имеет место сходимость I(uk) ( I(u). Отсюда следует, что последовательность {uk} является минимизирующей для функционала  I = I.

По условию теоремы задача минимизации функционала  I корректна в смысле Тихонова. Тогда минимизирующая последовательность {uk} сходится к оптимальному значению u. Итак, из сходимости параметров  k (   следует сходимость решений соответствующих экстремальных задач  uk ( u . Отсюда следует корректность рассматриваемой задачи в смысле Адамара. 

Вывод 6.5. Доказательство корректности оптимизационной задачи в смысле Адамара в значительной степени сводится к доказательству корректности задачи по Тихонову при фиксированных значениях параметров.

Из полученных результатов следует также, что для практического решения некорректной в смысле Адамара можно воспользоваться методами регуляризации, которые применяются для решения задач, некорректных в смысле Тихонова.

6.4. Корректная оптимизационная задача

Рассматривается множество

U = { u ( L2(0,1) |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } 

и функционал  


[image: image7.wmf][

]

,

  

 

)

(

 

  

  

1

0

2

2

ò

+

-

=

dt

u

y

х

I

у


где  y – известная функция (интегрируемая с квадратом), а состояние системы х связано с управлением соотношениями
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Задача 6'. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  Iу  на множестве U.

Корректность данной задачи при фиксированном значении параметра k устанавливается так же, как и для аналогичной ей задачи 5'. Для произвольных значений функций y и z справедливо неравенство
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Отсюда следует, что в случае достаточной близости y и z соответствующие значения функционалов будут также близки, причем степень их близости одинаковая на любом управлении. Тем самым выполняются все условия теоремы 7.

Вывод 6.6. Задачи 6' корректна в смысле Адамара.

6.5. Окончательные итоги

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы: 

1. В задачах оптимального управления, имеющих единственное решение возможно отсутствие непрерывной зависимости решения от параметров задачи, что является признаком ее некорректности в смысле Адамара.

2. В отсутствии корректности задачи по Адамару малая погрешность в определении параметров системы может вызвать значительные искажения результатов. 
3. В отсутствии корректности задачи по Адамару различного рода алгоритмические могут вызвать значительные искажения результатов. 
4. Корректность оптимизационной задачи по Адамару связана с ее корректностью в смысле Тихонова. 

5. Для практического решения некорректных задач можно воспользоваться методами регуляризации.
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